D Macierze

Macierze pojawiaja si¢ w wielu zastosowaniach, migdzy innymi, cho¢ bynajmniej nie wytacznie,
w obliczeniach naukowych. Jesli Czytelnik zapoznat si¢ juz wczeSniej z macierzami, spora czgs$¢
zawartoSci tego dodatku moze by¢ juz mu znana, ale pewne fragmenty moga okazaé si¢ catkiem
nowe. Dodatek D.1 jest po§wigcony podstawowym pojeciom zwigzanym z macierzami oraz
operacjom na macierzach, a dodatek D.2 dotyczy podstawowych wiasnoSci macierzy.

D.1 Macierze i operacje na macierzach

W tym dodatku dokonamy przegladu podstawowych pojeé zwiazanych z macierzami oraz
oméwimy najwazniejsze ich wtasnosci.

Macierze i wektory

Macierz jest prostokatna tablica zawierajaca liczby. Na przyktad
4 = (6111 iz a3 )

dz1 dzy dz3

(1)

jest macierzag A = (a;;) wymiaru 2 x 3, gdziedlai = 1,21 j = 1,2, 3 elementem macierzy
w wierszu i i kolumnie j jest a;;. Uzywamy wielkich liter do oznaczenia macierzy i odpowiada-
jacych im matych liter z indeksami do oznaczania ich elementéw. Zbiér wszystkich macierzy
wymiaru m X n zawierajacych liczby rzeczywiste oznaczamy R™”. W ogélnym przypadku zbior
macierzy m X n o elementach ze zbioru S zapisujemy jako S™*".

Macierz transponowanq macierzy A oznaczamy A’ i otrzymujemy ja, zamieniajac wier-

sze z kolumnami w macierzy A. Na przykiad dla macierzy A jak w réwnaniu (D.1) macierz
transponowana A" wyglada tak:

1 4
AT=<2 5).
3 6



Dodatek D Macierze

Wektor jest jednowymiarowa tablica liczb. Na przyktad

2
x=1|3
5

jest wektorem wymiaru 3. Wektor wymiaru n nazywamy czasem n-wektorem. Do oznaczenia
wektoréw uzywamy matych liter, i-ty element wektora wymiaru n oznaczamy przez x; dla
i =1,2,...,n. Ustalamy tez standardowa posta¢ wektora jako wektor kolumnowy réwnowaz-
ny macierzy n x 1; odpowiadajacy mu wektor wierszowy otrzymujemy, wykonujac operacje
transpozycji:

xT=(235).

Wektor jednostkowy e; to taki wektor, ktérego i -ty element jest rowny 1, a wszystkie pozostate 0.
Zazwyczaj wymiar wektora jednostkowego jednoznacznie wynika z kontekstu.

Macierz zerowa to macierz, ktérej kazdy element jest réwny 0. Do jej oznaczenia uzywamy
symbolu 0. Nie prowadzi to do niejednoznacznosci, gdyz zwykle z kontekstu jasno wynika, czy
chodzi o macierz zerowa, czy o liczbe 0. Jesli mamy na mysli macierz zerowa, to znany jest tez
z reguly jej wymiar.

Macierze kwadratowe

Szczegblnie czgsto rozwaza si¢ macierze kwadratowe n x n. Na specjalng uwage zastuguja
nastgpujace ich rodzaje:

1. Macierz diagonalna spetnia warunek: a;; = 0, jesli tylko i # j. Poniewaz wszystkie
elementy lezace poza przekatna sa rowne zeru, macierz tego typu jest jednoznacznie
wyznaczona przez elementy lezace na przekatnej:

al 0 0

. 0 dryy ... 0
diag(ay1,az, ..., an) = . . ) .
0 0 ... aun

2. Macierz jednostkowa (identycznosciowa) n X n oznaczana przez I, jest macierza diagonalna
z jedynkami na przekatne;j:

I, = diag(1,1,...,1)

1 0 ... 0
01 ... 0
00 ... 1

Kiedy I pojawia si¢ bez indeksu, wymiar macierzy wynika z kontekstu; i-ta kolumna
macierzy jednostkowej jest wektorem jednostkowym e;.
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3.

1142

Macierz tréjdiagonalna T to taka, dla ktérej ¢;; = 0, jesli tylko |i — j| > 1. Niezerowe
elementy wystepuja tylko na gtéwnej przekatnej, bezposrednio nad nig (#; ;4 dlai =
1,2,...,n — 1) lub bezposrednio pod nig (t;4;, dlai =1,2,...,n —1):

i tip 0O 0 ... 0 0 0

f21 t22 t23 0 [N 0 0 0

0 t32 t33 t34 [N 0 0 0
= R : : :

0 0 0 0 ... twono fpona O

0 0 0 0 e tn—l,n—2 tn—l,n—l tn—l,n

0 0 0 0 ... 0 fom1  lnn

Macierz trdjkqtna gorna U to taka, dla ktérej u;; = 0, jeSlii > j. Wszystkie elementy
ponizej przekatnej sa wigc réwne 0:

Uir U ... Uip

0 Urp ... Upy
U =

0 0 ... U,

Macierz tréjkatna gorna nazywamy jednostkowq macierzq trojkatng gorng, jesli ma same
jedynki na przekatnej.

Macierz tréjkqtna dolna L to taka, dla ktérej /;; = 0, jeslii < j. Wszystkie elementy
powyzej przekatnej sa wigc rowne 0:

Iy 0 ... 0
_ 121 122 . 0
L Ly oo lun

Macierz tréjkatna dolna nazywamy jednostkowq macierzq trojkatng dolng, jesli ma same
jedynki na przekatnej.

Macierz permutacyjna P ma dokladnie jedng jedynke w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie oraz same zera na wszystkich pozostatych pozycjach. Przyktadem macierzy
permutacyjnej jest

01 00O
0 0010
P=|]100 00
000 01
001 0O

Nazwa bierze si¢ stad, ze pomnozenie wektora x przez taka macierz daje w wyniku per-
mutacj¢ (przestawienie) elementéw x. W zadaniu D.1-4 zbadamy dodatkowe wiasnosci
macierzy permutacyjnych.
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7. Macierz symetryczna A spetnia warunek A = AT. Na przyktad

1
2
3

~ N

3
4
5
jest macierza symetryczna.

Podstawowe operacje na macierzach

Elementami macierzy i wektoréw sa wielkosci skalarne z ustalonej struktury algebraicznej, takiej
jak liczby rzeczywiste, zespolone lub catkowite modulo pewna liczba pierwsza. W strukturze
takiej musza by¢ okreslone operacje dodawania i mnozenia. Rozszerzymy teraz te dziatania na
macierze.

Dodawanie macierzy definiujemy nastepujaco. Jesli A = (a;;) i B = (b;;) sa macierzami
m X n, toich suma C = (¢;j) = A + B jest macierza m x n zdefiniowana w taki oto sposéb:

Cij = dij + bij

dlai =1,2,...,mij = 1,2,...,n. Dodawanie macierzy jest wigc zdefiniowane po wspot-
rzgdnych. Macierz zerowa jest elementem neutralnym operacji dodawania macierzy:

A+0=A4A=0+ A.

Jesli A jest wielkoScia skalarng, a A = (a;;) — macierza, to AA = (Aa;;) jest skalarnq
wielokrotnosciq macierzy A uzyskana przez pomnozenie kazdego jej elementu przez A. Jako
szczegllny przypadek definiujemy macierz przeciwng do macierzy A = (a;;) jako —1-A4 = —A4;
zatem element macierzy —A o wspéirzednych (i, j) jest rowny —a;;. Zachodzi wigc

A+ (=4) =0 = (—A4) + A.

Po wprowadzeniu tej definicji mozemy zdefiniowaé odejmowanie macierzy jako dodanie macie-
rzy przeciwnej: A — B = A + (—B).

MnoZzenie macierzy definiujemy w nastgpujacy sposob. Bierzemy dwie macierze A i B
pasujagce do siebie w tym sensie, ze liczba kolumn macierzy A jest rowna liczbie wierszy
macierzy B. (W ogdlnodci, jesli w wyrazeniu wystepuje iloczyn macierzy AB, to zawsze
domyslnie zaktadamy, ze macierze A i B pasuja do siebie). Jesli A = (a;x) jest macierza p X ¢,
a B = (by;) jest macierza g X r, to ich iloczyn C = AB jest macierza C = (c;;) wymiaru
p X r, gdzie

q

Cij = Zaikbkj (D.2)
k=1

dlai = 1,2,...,pij = 1,2,...,r. Procedura RECTANGULAR-MATRIX-MULTIPLY na

str. 354 mnozy macierze w sposéb bezposrednio wynikajacy ze wzoru (D.2), przy zatozeniu,
ze macierz C jest zainicjowana jako 0, wykonujac pgr mnozen oraz p(q — 1)r dodawan
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Czes¢ VIII - Dodatek: Podstawy matematyczne

wielkosci skalarnych i dziatajac w czasie ®(pgr). Jesli macierze sa kwadratowe n x n, czyli
n = p = q = r,to pseudokod upraszcza si¢ do procedury MATRIX-MULTIPLY ze str. 76 , ktdrej
czas dziatania to ©(n?). (W podrozdziale 4.4 jest opisany asymptotycznie szybszy algorytm V.
Strassena dziatajacy w czasie O (n'¢7)).

Macierze maja wiele (cho¢ nie wszystkie) algebraicznych wtasnosci typowych dla liczb.
Macierze jednostkowe sa elementami neutralnymi operacji mnozenia macierzy:

I,A=Al, = A

dla dowolnej macierzy A wymiaru m x n. Pomnozenie przez macierz zerowq daje macierz
ZeTOwWa:

A0 =0.

Mnozenie macierzy jest faczne:

A(BC) = (AB)C

dla pasujacych do siebie macierzy A, B i C. Jest tez rozdzielne wzglgdem dodawania:

A(B+C) = AB + AC,
(B+C)D = BD + CD.

Dlan > 1 mnozenie macierzy n x n nie jest jednak przemienne. Na przyktad, jesli A = ( 01 )

0 0
. 0 0
1B—(1 O),to

00
m=(10)

Iloczyny macierzy przez wektor i wektora przez wektor sa zdefiniowane przez utozsamienie
wektora z macierza n x 1 (lub macierza 1 x n w przypadku wektora wierszowego). Jesli wigc A
jest macierza m X n, a x jest wektorem wymiaru 7, to Ax jest wektorem wymiaru m. Jesli x i y
sg wektorami wymiaru 7, to

n
X'y = inyi
i=1

jest liczba (formalnie: macierza 1 x 1) nazywang iloczynem skalarnym x i y. Do oznaczenia
xTy stosujemy réwniez notacje (x, y). Iloczyn skalarny jest przemienny: (x, y) = (y, x).
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Dodatek D Macierze

Macierz xy" jest macierza Z wymiaru n x n (nazywana iloczynem zewnetrznym x i y) taka, ze
Zij = X;yj. Norma (euklidesowa) | x|| wektora x wymiaru n jest zdefiniowana nastepujaco:

Ixll = (f + 23+ -+ )
= (xTx)l/ 2,
Jest to wigc dlugos¢ wektora x w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Uzytecznym faktem
wynikajacym z réwnosci
((ax1)* + (@x2)® + -+ + (@x,)*)"? = Ja| (xF + x5 + -+ x)'V?
jest to, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a oraz wektora x wymiaru n

lax|l = la| {Ix]l- (D.3)

Zadania

D.1-1
Wykaz, ze jesli A i B sa symetrycznymi macierzami n X n,to A + B i A — B tez sa takimi
macierzami.

D.1-2
Udowodnij, ze (AB)T = BTAT oraz ze AT A jest zawsze macierza symetryczna.

D.1-3
Udowodnij, ze iloczyn dwoch macierzy tréjkatnych dolnych jest macierza tréjkatna dolna.

D.1-4

Udowodnij, ze jesli P jest macierza permutacyjng n X n, za$ A jest dowolng macierza n x n, to
PA mozna otrzymaé z macierzy A przez permutacj¢ jej wierszy, a AP przez permutacj¢ kolumn.
Udowodnij, ze iloczyn dwdch macierzy permutacyjnych jest macierza permutacyjna.

D.2 Podstawowe wlasnosci macierzy

W tym dodatku zdefiniujemy podstawowe wiasnosci odnoszace si¢ do macierzy: odwrotnosé,
liniowa zalezno$¢ i liniowa niezalezno$¢, rzad i wyznacznik. Zdefiniujemy takze klasg macierzy
dodatnio okreslonych.

Macierze odwrotne, rzedy i wyznaczniki

Macierz odwrotng do macierzy A wymiaru n x n oznaczamy przez A~! (jesli istnieje) i definiu-
jemy jako macierz n x n taka, ze AA~! = I, = A~'A. Na przykiad

(1))
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Wiele niezerowych macierzy kwadratowych nie ma macierzy odwrotnych. Macierz, do ktérej
nie istnieje macierz odwrotna, nazywamy macierza nieodwracalng lub osobliwg. Przyktadem
niezerowej macierzy osobliwej jest

(1)

Jesli dla danej macierzy istnieje macierz odwrotna, to macierz t¢ nazywamy odwracalng lub
nieosobliwg. Macierze odwrotne, jesli istnieja, sa wyznaczone jednoznacznie (patrz zad. D.2-1).
Jesli A1 B sg nieosobliwymi macierzami n X n, to

(BA)™'=A"'B7".
Operacja odwracania macierzy jest przemienna z operacja transponowania:
(A—I)T — (AT)_I.

Wektory x1, X3, ..., X, sa liniowo zaleZne, jesli istnieja wspotczynniki ¢y, ¢, . . ., ¢y, Nie
wszystkie rOwne zeru, takie ze ¢y X1 + ¢2X2 + -+ + ¢, x, = 0. Na przyktad wektory wierszowe
x1=(1 2 3),x2=(2 6 4)orazxz = (4 11 9) saliniowo zalezne, poniewaz 2x; + 3x, —
2x3 = 0. Jesli wektory nie sg liniowo zalezne, to mowimy, ze sa liniowo niezalezne. Na przyktad
kolumny macierzy jednostkowej sa liniowo niezalezne.

Rzqd kolumnowy niezerowej macierzy A wymiaru m x n definiujemy jako moc najwigk-
szego zbioru liniowo niezaleznych kolumn macierzy A. Podobnie, rzqd wierszowy macierzy A
okreslamy jako moc najwigkszego zbioru liniowo niezaleznych wierszy macierzy A. Podsta-
wowa wiasnosciag kazdej macierzy A jest fakt, ze rzad wierszowy jest zawsze rowny rzgdowi
kolumnowemu, tak wigc mozemy po prostu méwic o rzedzie macierzy A; oznaczamy go przez
rank(A). Rzad macierzy m x n jest liczba catkowita z przedziatu od O do min{m, n} wtacznie.
(Rzad macierzy zerowej wynosi 0, a rzad macierzy jednostkowej n x n jest réwny n). Wedlug
innej, rownowaznej, a czgsto bardziej uzytecznej definicji rzad macierzy A wymiaru m X n jest
najmniejsza liczba r o tej wlasnosci, ze istnieja macierze B i C wymiaru, odpowiednio, m X r
ir xn,takie ze A = BC. Macierz kwadratowa n x n ma petny rzqd, jesli jej rzad jest réwny n.
Macierz m x n ma petny rzqd kolumnowy, jesli jej rzad jest rtowny n. Podstawowa wtasnos¢
rzedéw macierzy charakteryzuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie D.1
Macierz kwadratowa ma petny rzad wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieosobliwa. ]

Wektor zerujqcy macierzy A to taki wektor niezerowy x, ze Ax = 0. Ponizsze twierdzenie,
ktérego dowdd pozostawiamy jako zadanie D.2-7, oraz wynikajacy z niego wniosek odnosza
pojecia rzgdu kolumnowego oraz odwracalnosci do wektoréw zerujacych.

Twierdzenie D.2
Macierz A ma petny rzad kolumnowy wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma wektoréw zerujacych. m

Whiosek D.3
Macierz kwadratowa A jest osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy ma wektor zerujacy. ]
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Minorem ij macierzy A wymiaru n x n, dlan > 1, nazywamy macierz Ap;;; wymiaru
(n — 1) x (n — 1) otrzymang przez usunigcie i-tego wiersza i j-tej kolumny z macierzy A.
Wyznacznik macierzy A wymiaru n X n definujemy rekurencyjnie za pomocg minorow
ary, jezelin =1,

det(A) = , " o
Yoo (=1 ay; det(Ap p),  jezelin > 1.

Wyrazenie (—1)"*/ det(Ap;;) jest nazywane dopetnieniem algebraicznym (ang. cofactor) ele-
mentu aij.

Nastgpujace twierdzenia, ktérych dowody tu pomijamy, charakteryzuja podstawowe wta-
sno$ci wyznacznika.

Twierdzenie D.4 (Wtasnosci wyznacznika)
Wyznacznik macierzy kwadratowej A ma nastgpujace wiasnosci:

 Jesli ktérykolwiek wiersz lub ktérakolwiek kolumna macierzy A jest zerowa, to det(4) = 0.

*  Wyznacznik macierzy A mnozy si¢ przez A, jesli wszystkie elementy jednego wiersza (lub
jednej kolumny) macierzy A zostalty pomnozone przez A.

*  Wyznacznik macierzy A pozostaje niezmieniony, gdy elementy w jednym wierszu (kolum-
nie) zostaja dodane do innego wiersza (kolumny).

*  Wyznacznik macierzy A jest réwny wyznacznikowi macierzy AT.

*  Wyznacznik macierzy A zmienia warto$¢ na przeciwna, jezeli ktorekolwiek dwa wiersze
(kolumny) zostaly zamienione miejscami.

Ponadto dla dowolnych macierzy kwadratowych A i B zachodzi det(4 B) = det(A) det(B). =m

Twierdzenie D.5
Macierz A wymiaru n X n jest osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy det(A4) = 0. [
Macierze dodatnio okreslone

Macierze dodatnio okreSlone odgrywaja istotng rolg w wielu zastosowaniach. Macierz A wymiaru
n x n nazywamy dodatnio okreslong, jesli x™" Ax > 0 dla kazdego wektora x wymiaru n, takiego
ze x # 0. Na przyktad macierz jednostkowa jest dodatnio okreslona, poniewaz dla dowolnego
niezerowego wektora x = (x; X, --- x,,)T zachodzi

xTLx = x"x
n
_ 2
= E X;
i=1
> 0.

Macierze pojawiajace si¢ w zastosowaniach sa czegsto dodatnio okreslone, co wynika
Z ponizszego twierdzenia.
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Twierdzenie D.6
Dla dowolnej macierzy A o pelnym rzedzie kolumnowym macierz AT A jest dodatnio okreslona.

Dowéd Musimy pokazaé, ze xT(ATA)x > 0 dla kazdego niezerowego wektora x. Wezmy wigc
dowolny wektor x:

xT(ATA)x = (Ax)"(Ax) (patrz zad. D.1-2)
= || Ax||*.

Zauwazmy teraz, ze ||Ax||> to po prostu suma kwadratéw elementéw wektora Ax. Zatem
|[Ax|| = 0. Pokazemy przez sprowadzenie do sprzecznoSci, ze ||Ax|| > 0. Przypusémy, ze
|Ax||*> = 0. Wtedy kazdy element Ax jest réwny 0, tj. Ax = 0. Poniewaz A ma pehy
rzad kolumnowy, Ax = 0 implikuje x = 0, zgodnie z twierdzeniem D.2, co jest sprzeczne
z zalozeniem, ze x byl niezerowy. Tak wigec macierz AT A jest dodatnio okreSlona. ]

Inne wiasnoSci macierzy dodatnio okreslonych sa opisane w podrozdz. 28.3. W podroz-
dziale 33.3 korzystamy z podobnego pojecia, znanego jako dodatnia pétokreslonos¢. Macierz A
o wymiarze n X n jest dodatnio pétokreslona jesli x™ Ax > 0 dla kazdego wektora niezerowego
X wymiaru .

Zadania

D.2-1
Udowodnij, ze macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie, czyli ze jeSli B i C sa macie-
rzami odwrotnymi do 4,to B = C.

D.2-2

Udowodnij, ze wyznacznik macierzy tréjkatnej (dolnej lub gérnej) jest réwny iloczynowi ele-
mentéw lezacych na jej przekatnej. Udowodnij, ze macierz odwrotna do macierzy trojkatne;j
dolnej, jesli istnieje, tez jest trdjkatna dolna.

D.2-3
Udowodnij, ze jesli P jest macierza permutacyjna, to jest ona odwracalna, macierza odwrotna do
niej jest PT, ktéra takze jest macierza permutacyjna.

D.2-4

Niech A i B beda macierzami kwadratowymi takimi, ze AB = I. Udowodnij, ze jesli macierz
A’ powstata z A przez dodanie wiersza j do wiersza i, to macierz B’ odwrotng do A" mozna
otrzymac przez odjecie kolumny i od kolumny j w macierzy B.

D.2-5

Niech A bedzie nieosobliwa macierza n x n, ktorej elementy naleza do ciata liczb zespolonych.
Pokaz, ze kazdy element macierzy A~! jest rzeczywisty wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element
macierzy A jest rzeczywisty.
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Problemy do Dodatku D

D.2-6
Pokaz, ze jesli A jest nieosobliwa macierza symetryczng n x n, to macierz A~! jest symetryczna.
Pokaz, ze jesli B jest dowolng macierza m x n, to BABT jest macierza symetryczna.

D.2-7

Udowodnij twierdzenie D.2, tzn. pokaz, ze macierz A ma petny rzad kolumnowy wtedy i tylko
wtedy, gdy réwnos¢ Ax = 0 implikuje x = 0. (Wskazowka: Wyraz liniowa zalezno$¢ jednej
kolumny od innych jako réwnanie macierzowo-wektorowe).

D.2-8
Udowodnij, ze dla dowolnych dwéch pasujacych do siebie macierzy A i B zachodzi
rank(A B) < min{rank(A), rank(B)},

przy czym rowno$¢ zachodzi wtedy, gdy przynajmniej jedna z macierzy A lub B jest nieosobliwa
macierza kwadratowa. (Wskazowka: Uzyj alternatywnej definicji rzedu macierzy).

Problemy

D-1 Macierz Vandermonde’a

Niech beda dane liczby xg, X1, . .., X,—1. Udowodnij, ze wyznacznik macierzy Vandermonde’a
2 n—1
I X Xg vt Xg
1 xy  xF -e xi!
V()C(), Xlseony xn_l) =
2 n—1
) | - Xoo1 0 Xu
wynosi
det(V(xg, X1, ..., Xp—1)) = 1_[ (xk — x;j).
0<j<k<n-—1

(Wskazowka: Pomnéz kolumne i przez —xy, po czym wynik dodaj do kolumny i + 1 dla
i =n-—1,n—-2,...,1, anastgpnie uzyj indukcji).

D-2  Permutacje definiowane jako mnoZenie macierzy przez wektor nad ciatem GF(2)

Jedna z klas permutacji liczb catkowitych ze zbioru S, = {0, 1,2, ...,2" — 1} definiuje si¢ przez
mnozenie macierzy nad G F(2). Na binarng reprezentacje¢ kazdej liczby x z S, mozemy patrzeé
jak na n-bitowy wektor

Xo
X1
X2

Xn—1
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Czes¢ VIII - Dodatek: Podstawy matematyczne

gdzie x = Z;’;& x;2". Jesli A jest macierza n x n, ktérej kazdy element jest réwny albo 0, albo 1,
to mozemy zdefiniowaé permutacj¢ odwzorowujaca kazda warto$¢ x z S, na liczbe, ktorej
reprezentacja binarna réwna si¢ iloczynowi Ax. Tutaj operacje arytmetyczne sa wykonywane nad
GF(2): kazda z wartosci jest albo 0, albo 1 i z jednym wyjatkiem wszystkie zasady dodawania
i mnozenia majg zastosowanie. Wyjatek polega na tym, ze 1 + 1 = 0. O arytmetyce nad GF(2)
mozemy mysSle¢ jak o zwyklej arytmetyce dla liczb catkowitych, z tym wyjatkiem ze uzywamy
tylko najmniej znaczacych bitéw.
Na przyktad dla S, = {0, 1,2, 3} macierz

=(1 1)

definiuje nastepujaca permutacje m4: m4(0) = 0, m4(1) = 3, m4(2) = 2, m4(3) = 1. Zeby
zrozumied, dlaczego 74 (3) = 1, zauwazmy, ze pracujac nad GF(2),

== (i 1)(1)
(11401
- (1010)

(1)

co jest binarng reprezentacja 1.

W dalszej czgsci opisu tego problemu przyjmujemy, ze pracujemy nad GF(2) i ze ele-
mentami wszystkich wektoréw i macierzy sa 0 i 1. Rzqd macierzy zero-jedynkowej (macierzy
z elementami o warto$ciach O lub 1) nad G F(2) definiuje si¢ tak samo jak dla zwyktych macierzy,
ale przy zalozeniu, ze operacje arytmetyczne wykonywane dla okreslenia liniowej niezaleznosci
sa wykonywane nad GF(2). Zdefiniujmy zakres macierzy zero-jedynkowej A wymiaru n X n,
jako

R(A) ={y : y = Ax dlapewnego x € S,}.
Zatem R(A) jest zbiorem liczb z S, ktére mozna otrzymaé, mnozac elementy x z S, przez A.

(a) Udowodnij, ze jesli r jest rzgdem macierzy A, to |R(A)| = 2. Wywnioskuj z tego, ze A
definiuje permutacj¢ nad S,, tylko wtedy, gdy A ma pelny rzad.

Dla danych macierzy A wymiaru n X n i elementu y € R(A) definiujemy przeciwobraz y
jako

P(A,y) ={x: Ax = y}.
Tak wigc P (A, y) jest zbiorem tych wartosci z S,,, ktére pomnozone przez A dajq y.

(b) Udowodnij, ze jesli r jest rzgdem macierzy A wymiaru n x n i y € R(A), to
|[P(A, y)| =2"".
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Uwagi do dodatku D

Niech 0 < m < n izalézmy, ze dzielimy zbidr S, na bloki kolejnych liczb w taki sposSob, ze
i-ty blok sktada sig¢ z 2" liczb i2™,i2™ + 1,i2™ + 2, ..., (i + 1)2™ — 1. Dla kazdego podzbioru
S C S, definiujemy B(S, m) jako zbior wszystkich blokéw z S,, o wymiarach 2™ zawierajacych
co najmniej jeden element z S. Na przyktad dlan = 3, m = 1 oraz S = {1, 4, 5} zbiér B(S, m)
sktada si¢ z blokéw 0 (poniewaz 1 jest w bloku 0) i 2 (poniewaz 4 i 5 sa w bloku 2).

(¢) Niech r bedzie rzgdem dolnej-lewej (n — m) x m podmacierzy macierzy A, czyli macierzy
zbudowanej w wyniku przecigcia dolnych n — m wierszy i m skrajnie lewych kolumn ma-
cierzy A. Niech S bedzie dowolnym blokiem w S, o wymiarze 2™, a S’ = {y: y =
Ax dla pewnego x € S}. Udowodnij, ze |B(S’,m)| = 2" oraz ze dla kazdego bloku
w B(S’, m) doktadnie 27" liczb z S jest odwzorowywanych na ten blok.

Poniewaz w wyniku pomnozenia wektora zerowego przez jakakolwiek macierz dostajemy
wektor zerowy, zbidér permutacji S, zdefiniowanych przez mnozenie nad G F'(2) zero-jedynkowe;j
macierzy n X n o pelnym rzedzie nie moze zawiera¢ wszystkich permutacji S,. Rozszerzmy
klasg permutacji definiowanych przez mnozenie macierzy przez wektor o sktadnik addytywny
w taki sposéb, ze x € S, jest odwzorowywane na Ax + ¢, gdzie ¢ jest n-bitowym wektorem
i dodawanie jest wykonywane nad G F'(2). Na przyktad, gdy

()

i

(%)

dostajemy nastepujaca permutacje mwac: Ta,c(0) = 2, ma (1) = 1, m4.(2) = 0, m4(3) = 3.
Permutacje, ktéra odwzorowuje x € S, na Ax + ¢, dla pewnej zero-jedynkowej macierzy A
wymiaru n X n o pelnym rzgdzie i pewnego n-bitowego wektora ¢, nazywamy permutacjq
liniowaq.

(d) Przelicz, ze liczba liniowych permutacji zbioru S, jest duzo mniejsza niz liczba wszystkich
permutacji S,,.

(e) Podaj przyktad liczby n i permutacji zbioru S, ktéra nie moze by¢ wyrazona za pomoca
zadnej liniowej permutacji. (Wskazowka: Dla zadanej permutacji pomysl, w jaki sposéb
mnozenie macierzy przez wektor jednostkowy wiaze ze soba kolumny tej macierzy).

Uwagi do dodatku

Podreczniki z algebry liniowej zawieraja bardzo wiele podstawowych informacji na temat
macierzy. Szczegdlnie dobre sa ksiazki Stranga [422, 423].
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